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Resumen

Las series de tiempo han cobrado gran relevancia sobre todo en lo que refiere a
las ciencias economicas, como puede ser variables de evolucion de precios a lo
largo del tiempo. Por ello se planteo realizar una investigacion profunda sobre
los métodos estadisticos aplicados a las mismas para un futuro analisis de datos.

Introduccion

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones pasadas de una variable
medida en puntos sucesivos en el tiempo o en periodos de lapsos sucesivos, es
decir, si son datos historicos restringidos a valores anteriores de la variable, al
método de prondstico se lo conoce como método de series de tiempo.

El objetivo del analisis de series temporales es doble. Por un lado, se busca ex
plicar las variaciones observadas en la sucesion en el pasado, tratando de
determinar si responden a un determinado patrén de comportamiento. Por otro
lado, si se logra definir ese patrén, se tratard de predecir el comportamiento
futuro de la variable. Para lograr estos objetivos se admite que la serie temporal
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es una funcién del tiempo. Asi, los datos (en nuestro caso, matricula de alumnos
en educacion a distancia) se define como la variable dependiente y el tiempo
como la exdgena, teniendo claro que el tiempo no es una variable explicativa,
sino que es el escenario o contexto donde ocurre la serie temporal.

Las series de tiempo presentan diversos componentes, que definen su
comportamiento o patron. Por lo general, se supone que son 4 los componentes
gue se combinan para dar los valores a la misma: tendencia, ciclico, estacional
o irregular. La tendencia se presenta cuando las series muestran una trayectoria
gradual ya sea positiva 0 negativa a través de un largo plazo. EI componente
ciclico se debe a que, aunque la serie abarque lapsos largos de tiempo, no todos
sus valores caen exactamente sobre la linea de tendencia. Puede ocurrir que
ellos se encuentren alternandose por arriba y por debajo de la misma, y si,
ademas, esto presenta una duracion mayor a un afo, puede decirse que la serie
presenta ciclos. El elemento estacional refiere a la variabilidad en los datos
debido a la influencia temporal. Ademas, se consideran variaciones de este tipo
cuando las mismas se presentan en el lapso de un afio y con regularidad durante
el mismo.Por ultimo, el componente irregular de una serie de tiempo es el factor
residual o el que da cuenta de las desviaciones de los valores reales de la misma
gue se esperan al considerar los efectos de los restantes elementos. El irregular
es ocasionado por factores de corto plazo, imprevistos y no recurrentes que
afectan a la serie.

1) Materiales y métodos

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones pasadas de una variable
medida en puntos sucesivos en el tiempo o en periodos de lapsos sucesivos, es
decir, si son datos historicos restringidos a valores anteriores de la variable, al
método de prondstico se lo conoce como método de series de tiempo.

El objetivo del analisis de series temporales es doble. Por un lado, se busca ex
plicar las variaciones observadas en la sucesién en el pasado, tratando de
determinar si responden a un determinado patron de comportamiento. Por otro
lado, si se logra definir ese patrén, se tratard de predecir el comportamiento
futuro de la variable. Para lograr estos objetivos se admite que la serie temporal
es una funcién del tiempo. Asi, los datos (en nuestro caso, matricula de alumnos
en educacion a distancia) se define como la variable dependiente y el tiempo
como la exégena, teniendo claro que el tiempo no es una variable explicativa,
sino que es el escenario o contexto donde ocurre la serie temporal.
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Las series de tiempo presentan diversos componentes, que definen su
comportamiento o patron. Por lo general, se supone que son 4 los componentes
gue se combinan para dar los valores a la misma: tendencia, ciclico, estacional
o irregular. La tendencia se presenta cuando las series muestran una trayectoria
gradual ya sea positiva 0 negativa a través de un largo plazo. EI componente
ciclico se debe a que, aunque la serie abarque lapsos largos de tiempo, no todos
sus valores caen exactamente sobre la linea de tendencia. Puede ocurrir que
ellos se encuentren alternAndose por arriba y por debajo de la misma, y si,
ademas, esto presenta una duracion mayor a un afio, puede decirse que la serie
presenta ciclos. El elemento estacional refiere a la variabilidad en los datos
debido a la influencia temporal. Ademas, se consideran variaciones de este tipo
cuando las mismas se presentan en el lapso de un afio y con regularidad durante
el mismo.Por ultimo, el componente irregular de una serie de tiempo es el factor
residual o el que da cuenta de las desviaciones de los valores reales de la misma
gue se esperan al considerar los efectos de los restantes elementos. El irregular
es ocasionado por factores de corto plazo, imprevistos y no recurrentes que
afectan a la serie.

Definido lo anterior, se debe reconocer que algunas series contienen solo el
componente tendencia, con las cuales podemos hacer inferencias causales con
los datos de ellas. Esto es precisamente lo que se evidencia en las series de
estudiantes universitarios en educacion a distancia entre 2001 y 2015.

En el primer analisis, ya sea de estudiantes de grado, o de los nuevos inscriptos
(a carreras de pregrado, grado o posgrado), nos centraremos en responder lo
siguiente: ¢ Qué clase de modelos estadisticos representan de manera adecuada
el comportamiento de la tendencia?

Una formulacion posible es escribir la serie {y;t como y, = ay + a;t +e;, en
donde, en el caso mas sencillo, {e4 es una secuencia independiente e
idénticamente distribuida (i.i.d.) con E(ey)=0y Var(ey)= 0% . Se evidencia cémo el
parametro 1 multiplica al tiempo, t, lo que da como resultado una tendencia lineal.
La interpretacion de la ecuacion es sencilla: si se mantienen fijos todos los demas
factores, la ecuacion mide el cambio en y; de un periodo al siguiente debido al
transcurso del tiempo: cuando et=0, Ay/y=y:1=1. Otra manera de considerar una
secuencia que tiene una tendencia lineal es que su valor promedio es una
funcion lineal del tiempo: E(y:)=ait. Si a:>0, entonces, en promedio, y: esta
creciendo en el tiempo y por consiguiente tiene una tendencia creciente. Si a1<0,
entonces y: tiene una tendencia decreciente. A diferencia de la media, la varianza
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de y: es constante al transcurrir los periodos: Var(y:) Var(ei)=0%. Si {e} es una
secuencia i.i.d., entonces {y} es una secuencia independiente, pero no es
idénticamente distribuida.

Una caracterizacion mas realista de la tendencia en las series de tiempo permite
gue {e} esté correlacionada a través del tiempo, pero esto no modifica la cualidad
de una tendencia lineal. De hecho, lo que es importante para el andlisis de
regresion, bajo los supuestos del modelo lineal clasico, es que E(y:) es lineal en
t.

Ademas, se estudiaran modelos para el analisis de series de tiempo, se vera que
tienen relacién con lo mencionado anteriormente sobre la hipétesis de que la
variable dependiente presenta componentes como tendencia, ciclos,
estacionalidad e irregular.

2) 1) Métodos de suavizamiento

En primer lugar, se nombraran tres métodos de pronéstico: promedios moviles,
promedios mdviles ponderados y suavizamiento exponencial. Estos métodos
tienen por objeto amortiguar las fluctuaciones aleatorias ocasionadas por el
componente irregular de la serie de tiempo, razén por la que se los conoce como
métodos de suavizamiento. Estos son adecuados para series de tiempo
estables; es decir, para aquellas series que no muestran efectos importantes de
tendencia, ciclicos o estacionales porque se adaptan muy bien a los cambios en
el nivel de la serie de tiempo. Pero, sin alguna modificacién, no funcionan muy
bien cuando hay variaciones importantes de tendencia, ciclicas o estacionales.

Los métodos de suavizamiento son faciles de utilizar y, por lo general, se obtiene
una buena exactitud en pronosticos a corto plazo, como, por ejemplo,
prondsticos para el periodo siguiente. Uno de estos métodos, el suavizamiento
exponencial, tiene requerimientos minimos de datos por lo que es un método
adecuado cuando se requiere de prondsticos para un gran numero de articulos.

3) 1) 1) Promedios moviles

En el método de los promedios moviles, para pronosticar el periodo siguiente, se
emplea el promedio de los valores de los n datos mas recientes de la serie de

tiempo. El célculo de un promedio movil se hace como sigue: Promedio movil =

I ,(losndat ient . p o .
Zi=(los n datos mas reclentes) - A| glegir el método de prondstico es importante

n
considerar la exactitud del mismo, ya que se desea que el error de prondstico
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sea pequefo. Ademas de éste, el cuadrado de los errores de prondstico, junto
con el promedio de la suma de los errores al cuadrado, al cual se lo conoce como
cuadrado medio debido al error (CME), suelen ser buenas medidas para la
exactitud de prediccion.

Se usara el CME en los andlisis. Para utilizar este método, hay que decidir,
primero, cuantos datos se emplearan para calcular los promedios méviles. Dado
la cantidad que se poseen, que son 15, se decide utilizarlos a todos.

3) 1) 2) Promedios moviles ponderados

A cada uno de los valores de los datos se le da una ponderacion diferente v,
después, se calcula el promedio ponderado de los valores de los n datos mas
recientes para obtener el prondéstico. En la mayoria de los casos, a la
observacion mas reciente se le da el mayor peso y éstos disminuyen conforme
los datos son mas antiguos.

En cuanto a la precision del prondstico, primero se debe establecer el nUmero
de datos a usar para calcular los promedios moviles ponderados y después elegir
el peso o ponderacién para cada uno de los datos. En general, si se cree que el
pasado reciente sea un mejor predictor del futuro que el pasado distante, habra
gue dar pesos mayores a las observaciones mas recientes. Sin embargo, si la
serie de tiempo es muy variable, puede ser mejor elegir pesos aproximadamente
iguales para todos los datos. Es necesario notar que el Unico requerimiento es
gue la suma de los pesos sea igual a 1. Ademas, para estimar si con una
determinada combinacién de nimero de datos y pesos, se obtiene un prondstico
mas exacto que con otra combinacion, se seguira usando el criterio de CME
como medida de la exactitud del prondstico. Es decir, si se supone que la
combinacion que es mejor para el pasado también sera la mejor para el futuro,
entonces para pronosticar el valor siguiente de la serie de tiempo se empleara la
combinacién de numero de datos y pesos, que minimice el CME de la serie de
tiempo historica.

3) 1) 3) Suavizado exponencial

En el suavizado exponencial se utiliza un promedio ponderado de los valores
pasados de la serie de tiempo. Este método es un caso especial del método de
promedios ponderados moviles, sélo que en éste ultimo hay que elegir un peso
0 proporcion, para la observacion mas reciente. Las proporciones para los demas
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datos se calculan automaticamente y son mas pequefios a medida que los
mMismos son mas antiguos.

A continuacion se presenta el modelo de suavizamiento exponencial béasico, el
cual es sencillo de realizar y tiene pocos requerimientos de datos.

Modelo de suavizamiento exponencial donde: F,,; = aY; + (1 — a)F;

La ecuaciébn muestra que el pronéstico para el periodo es un promedio
ponderado del valor real en el periodo t y del valor pronosticado para el periodo
t; observe, en particular, que el peso dado al valor real del periodo t es a y el
peso dado al valor pronosticado para el periodo t es 1-a.

En una serie de tiempo, como ejemplo, de tres datos: Y1, Y2y Yz se demostrara
gue el prondstico obtenido mediante suavizamiento exponencial para cualquier
periodo es un promedio ponderado de todos los valores reales anteriores de la
serie de tiempo. Para empezar, sea Fi igual al valor real de la serie de tiempo en
el periodo 1; es decir F1 = Y1. Por tanto, el prondstico para el periodo 2 es F, =
aY; + (1 —a)Y,,conF, =Y,

De tal manera que el prondstico obtenido mediante suavizamiento exponencial
para el periodo 2 es igual al valor real de la serie de tiempo para el periodo 1. El
pronéstico para el periodo 3 es F; =aY, + (1 —a)F, =aY, + (1 —a)Y;. Y asi
sucesivamente.Por tanto, Fz es un promedio ponderado de los dos primeros
valores de la serie de tiempo. La suma de los coeficientes o pesosde Y1y Y2 es
igual a uno. Mediante un argumento similar se puede demostrar que, en general,
cualquier pronostico Fi+1 es un promedio ponderado de los valores previos de la
serie de tiempo.

A pesar de que con el suavizamiento exponencial se obtiene un pronéstico que
es el promedio ponderado de todas las observaciones pasadas, no es necesario
conservar todos los datos pasados para calcular el prondstico para el periodo
siguiente. En efecto, una vez elegida la constante de suavizamiento a, soélo se
necesitan dos informaciones para calcular el pronéstico, en el caso de F1 solo
son necesarios conocer el valor real (Yy) y el pronosticado (F).

Exactitud del prondstico: para a se puede usar cualquier valor entre 0 y 1, con
algunos valores se obtendra un mejor pronéstico que con otros. Una idea de
como elegir el mejor valor para a se obtiene al revisar el modelo basico de
suavizamiento exponencial. De manera que el nuevo pronéstico Fw1 es igual al
prondstico anterior Ft mas un ajuste, el cual es igual a a multiplicado por el error
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de prondstico mas reciente. Es decir, el prondstico para el periodo t+1 se obtiene
al ajustar el pronéstico para el periodo t mediante una fraccién del error de
pronéstico. Si en la serie de tiempo existe una gran variabilidad aleatoria, se
prefiere un valor pequefio para la constante de suavizamiento. La razon es que
como gran parte del error de pronostico se debe a la variabilidad aleatoria, no se
quiere reaccionar de manera exagerada y ajustarlo muy rapidamente. En una
serie de tiempo con variabilidad aleatoria relativamente pequeia, valores
mayores para la constante de suavizado permiten ajustar rdpidamente los
prondsticos cuando ocurren errores en los mismos, esto permite adaptarlos, en
forma rapida, a las condiciones cambiantes. El criterio que se usara para
determinar el valor adecuado para la constante de a es elegir el valor a que
minimice el cuadrado medio debido al error (CME).

Para definir si habra un valor de a que dé mejores resultados en términos de un
valor menor para CME, la forma mas sencilla es probar otros valores para q, y
después comparar los cuadrados medios de los errores con ese valor. Al probar
con otros valores de a se puede hallar un “buen” valor para la constante de
suavizamiento. Este valor puede emplearse en el modelo de suavizado
exponencial para obtener pronésticos para el futuro.

3) 3) 1) 3) Métodos de suavizamiento exponencial

El modelo simple es adecuado para series en las que no existe tendencia ni
estacionalidad, dado que el prondstico no tiene en cuenta estos efectos. Su
estructura matematica es la siguiente:F,,, = F; + a(Y; — F;)

Su unico parametro de suavizado es a, que controla el peso relativo dado a las
observaciones mas recientes, en contraposicion a la media global de la serie.
Cuando a toma el valor 1, se utiliza exclusivamente la Unica observacion mas
reciente:sia =1=>F.,; =Y, conF, =Y,_,; y asi sucesivamente, hasta t=1
donde, F> =Y, el primer valor observado.

Cuando alfa toma el valor 0, las observaciones antiguas cuentan con tanto peso
como las recientes:sia =0 => F.,; = F,,conF, = F,_;; y asi sucesivamente,
hasta t=1 donde F> = Fi.Este modelo es el mas similar a un modelo
Autorregresivo Integrado de Media Moévil, mas comunmente como ARIMA, de
ordenes (p,d,q) = (0,1,1) sin constantes, que se presentara posteriormente.

Los valores pronosticados se calculan como: §.(k) = F; cont < k; siendo F;
como lo establece esta ecuacion (vista anteriormente): F;,, = F; + a(Y; — F;).
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Una variante del modelo simple cuando la serie presenta estacionalidad
moderada, es el siguiente:F, = a(Y; — E_;) + (1 — a)F_;  Siendo: E; = y(Y; —
F) + (1 —y)E._s; con 0< a <1; 0=<1.

La primer ecuacién corrige el valor Y observado en el tiempo t por la componente
estacional Es, correspondiente al periodo de retardo t-s (ecuacion siguiente). El
parametro a es como antes, es decir, el parametro general; el parametro y es el
parametro estacional. Para el periodo k-ésimo, en general, el valor pronosticado
sera: ¥, (k) = Ft + Ewks, con t<k, siendo F; y E: como en las anteriores
ecuaciones.Este modelo considera la hip6tesis aditiva para su construccion y es
similar a un ARIMA (0,1,(1,p, p+1))(0,1,0) . Aqui p indica el nimero de periodos
incluidos en el intervalo estacional.

El modelo de Holt con tendencia lineal es adecuado para las series en las que
existe dicha tendencia pero no hay estacionalidad. El algoritmo asociado
actualiza en cada salto el nivel de la serie: {F¢} (altura que ha alcanzado) y la
pendiente de la recta de tendencia: {bi}. Su estructura algoritmica es la

SIgUIente Ft = aYt + (1 - a’)(Ft_l + blt—l)' paT'aFl = Y1 - ;bll; blt = ﬁ(Ft -
Fe1) + (1 = B)byy,paraby =20 < a < 1,0 < f < 1

Sus parametros de suavizado son a y B (este ultimo controla el peso relativo
dado a las observaciones recientes al estimar la tendencia de la serie en el
presente y toma valores entre 0 y 1; los valores mayores indican un mayor peso
para los valores recientes), y los valores de los mismos no se encuentran
restringidos mutuamente.

El pronodstico sera: §, (k) = Ft +kB1t, t<k. Siendo b1ty Ft como en las anteriores
ecuaciones.

Este modelo es muy similar a un modelo ARIMA(0,2,2).

El modelo de Brown de un parametro con tendencia lineal (o modelo de ajuste
doble) es adecuado para series en las que existe la misma y no hay
estacionalidad. En este método, se calcula primero una suavizacién exponencial
simple para cada valor de la serie y luego se vuelve a calcular otra sobre los
datos resultantes de la primera, mediante el doble ajuste exponencial.

En todo el método se usan las siguientes ecuaciones: F, = a¥, + (1 —
a)F,_; Ff = a(F,— F,_) + (1 —a)FL, ; dondeF™; es la estimacion de la
tendencia en el periodo t.
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El valor pronosticado es: §.(k) = Ft + ((K-1) + o1 )R, t<k.

Otro modelo es el de Winters, el cual puede ser aditivo o multiplicativo. El primero
(aditivo) es adecuado para las series con tendencia lineal y un patrén estacional
que no depende del nivel de la serie; sus parametros de suavizado sona, By y
(el parametro gamma controla el peso relativo dado a las observaciones
recientes al estimar la estacionalidad del presente y toma valores de 0 a 1; los
valores proximos a 1 corresponden a un mayor peso para las observaciones
recientes). El método esta formado por tres ecuaciones: una que ajusta el nivel
de la serie, otra que ajusta la pendiente de la recta tendencia y otra que ajusta
el valor de los factores estacionales.

El esquema algoritmico del modelo aditivo es el siguiente:F, = a(Y; — E._y) +
(1 —a)(Feog + bye_1); by = B(Fe— Fg) + (1 — B)bye—y; Ec = v(Y, —F) + (1 —
Y)E(p,

Siendo p el periodo estacional, E; el componente estacional t-ésimo, t=1,2,3.....k
El valor pronosticado sera: §.= Ft + kb1t + Egkep.

El modelo multiplicativo es adecuado para series con tendencia lineal y un
efecto estacional que depende del nivel de la serie; sus parametros de
suavizado son los mismos que en el modelo aditivo. No es similar a ningn
modelo ARIMA. Las ecuaciones de estimacion de la tendencia, la

estacionalidad y el ajuste del modelo son:F, = O(EL + (1 -0a)(Fiuy +bit—1);
t-k

bl,t = B(Ft - Ft—l) + (1 - B)bl,t—l,Et = YE_E + (1 - Y)Et_p; SlendO Et IOS
componentes estacionales, cont=1,..., n.

El pronéstico resulta:¥, (k) = (F; + kby)Ery—p-

El modelo propuesto por Holt y ampliado por Winters, que es conocido como
alisado exponencial lineal con doble parametro o técnica de Holt-Winters, cuyo
objetivo es eliminar el sesgo en la prediccion de series con tendencia
aproximadamente lineal (mismo objetivo que el de Brown). Ahora, la propia
media movil incorpora ya un componente de tendencia:F, = ay, + (1 — cnt)(Ft_1 +
Bt_l). Donde B es un factor de variacién definido a partir de otra nueva constante
de alisado para la tendencia: B,_b(F, — F,_;) + (1 - b)B,_,.

La ecuacion de prediccion sera: Y,,, = F, + B.h.
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Otro modelo es el Damped, que se utiliza para amortiguar la serie con tendencia
lineal (y con estacionalidad). Este surge de pensar modificaciones del modelo de
Brown. Algunos autores recomiendan la tendencia amortiguada, como un
método de prondstico que debe mejorar la precisiénen las aplicaciones practicas.
Gardner Jr. (2006) propone un parametro (®) de amortizacién para modificar la
tendencia en el método de tendencia lineal de Holt. El resultado es un método
fijo en primeras diferencias, en lugar de segundas diferencias como en el de Holt.

Asi, y siempre considerando la hipétesis inicial en estos modelos que es la
existencia de ruido blanco, resulta;. F,=a¥V,+ (1 —a)(Fi_; +
Q)bt—l)’ yademéS, bt = ﬁ(Ft - Ft—l) + (1 - ﬁ)®bt—1'

Aqui 0 << 1, es el parametro de amortiguamiento de la tendencia. Si #=1, se

considera que la tendencia es altamente persistente, si ¥=0, se implicaria la
ausencia de tendencia.

El valor pronosticado sera:¥, (k) = F, + Y¥_, ¢'b,
Este modelo es similar funcionalmente a un ARIMA (1,1,2).

3)2) Modelado de ciclos: modelos de promedios mobviles (MA), modelos
autorregresivos (AR), modelos de promedios moviles autorregresivos (ARMA),
ARIMA y SARIMA

Al formar modelos de prondsticos se pretende que sea acercarse a una realidad
mas compleja. Por ello, el modelado y pronéstico de series temporales es la
aproximacion parsimoniosa y a la vez exacta de la representacion de Wold.

Teorema (Wold): Cualquier proceso estacionario {y,} con media cero se puede
representar de la forma y, = B(L)g, = Zb&_4, con g.~ WN (0,02), en donde bo =
1y Zbi?<e,

En resumen, el modelo correcto para cualquier serie de covarianza estacionaria
es un rezago distribuido de ruido blanco, llamado Representacion de Wold. Con
frecuencia, a las & se las denomina innovaciones porque corresponden a los
errores de correlacion a una etapa, que cometeriamos si usaremos un prongstico
bueno. Esto es, las & representan la parte de la evolucion de y, linealmente
impredecible con base en el pasado de la variable endégena. También las ¢,
aunque no estan correlacionadas, no necesariamente son independientes. De
nuevo, la falta de correlacién solo implica independencia cuando las variables

10
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son aleatorias distribuidas independiente e idénticamente como normales, y las
innovaciones no son necesariamente asi.

En el analisis, supusimos promedio cero, dado que ello facilita la lectura por el
ahorro de notacién y ademas, no implica perdida de generalidad.

Otro término mencionado es el de Ruido Blanco, el cual es un modelo especial
de proceso estocastico(sucesion de variables aleatorias). Este es el componente
impredecible del mismo. El proceso {t} es ruido blanco y representa el error
resultante de predecir y; con una funcion lineal de los retardos de y:: t = yi—E(yt

|yt—1, yt—2, - )

Ademas para definir el ruido blanco, las propiedades de ciertos procesos de serie
de tiempo resultan importantes para pronosticar. Antes de estimarlos
necesitamos comprender las propiedades de las poblaciones, suponiendo que
el modelo postulado es valido. Para representar la serie observada de interés
usaremosy.

Supongamos que: vy, = &, con &~(0,0%), en la que el “choque” & no esta
correlacionado en el tiempo. Se dice que € y entonces también, y: es no
correlacionado en serie, 0 seriadamente no correlacionado. Ese proceso, con
promedio cero varianza constante y sin correlacion en serie, se llama ruido
blanco de (o con) promedio cero, o simplemente ruido blanco. A veces, se
escribe: .~ WN(0,0?), y entonces y,~WN(0, 2).

Aclarados ya los conceptos mencionados, procederemos a explicar los métodos
de modelado de ciclos que luego se utilizaran para un caso concreto.

En analisis de serie del tiempo, el modelo de medias méviles (MA) es una
aproximacion comun para series de tiempo univariadas. El MA especifica que la
variable de salida depende linealmente del valor actual y varios de los anteriores
de un término estocastico.

Junto con el modelo autorregresivo (AR), MA es un caso especial y componente
clave de los modelos de serie de tiempo mas generales ARMA y ARIMA, los
cuales tienen una estructura estocastica mas compleja.

Contrariamente a los modelos autorregresivos, el MA es siempre estacionario.
3) 2) 1) Modelos de promedios mdviles (MA)
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El proceso de promedios moéviles esun tipo de proceso estocastico, que permite
modelar las series de tiempo que presentan rezagos distribuidos de choques
actuales y pasados.

La caracteristica que define el proceso MA en general y el promedio moévil de
primer orden en particular, es que el valor actual de la serie observada se
expresa como funcién de choques actuales y rezagados inobservables, como si
fuera un modelo de regresion solo con perturbaciones actual y retrasadas en el
lado derecho.

El promedio movil de primer orden, o proceso MA(1) es: y, =€ +06¢_, = (1 +
BL)¢,, siendo Bun factor de ponderacién, que se encuentra entre 0 y 1, donde
£.~WN(0,0?), es decir, & es el ruido blanco.

Esta funcién presenta un solo valor no nulo, el correspondiente al primer retardo,
mientras que su funcion de autocorrelacion parcial decrece exponencialmente a
cero, es decir, solo aparece la primer demora del choque, y tiene un choque
actual y choques inobservables rezagados hacia la derecha.

Por otro lado, podemos ver que un proceso de medias méviles de orden 2,
MA(2), es un proceso estocastico que sigue la funcion: y, = § + & — 0,6,_1 —
O,6i_5.

En este caso, la funcion de autocorrelacion simple (o solamente funcion de
autocorrelaciéon) es cero para valores k>2, mientras que su funcion de
autocorrelacion parcial disminuye exponencialmente a cero.

Por lo tanto es facil afirmar que la identificacidon de los modelos se realiza
principalmente analizando sus funciones de autocorrelacion y de autocorrelacion
parcial. Podemos ver que la identificacion de modelo MA (2) mediante su funcion
de autocorrelacion parcial (FAP) es dificil, lo mismo ocurre con la simple (FAS),
pero es muy sencillo hacerlo con la funcién AR(2) por medio de la FAP o de
MA(2) por medio de la FAS. En la MA(2) si la FAS es cero para k>2 al igual que
en la AR(2). Por otra parte, estos resultados son perfectamente generalizables
para modelos de orden superior, AR(p) y MA(Q), con p, g enteros positivos
cualquiera.

La funcion de autocorrelacion simple (FAS) de un proceso estocastico, es una
funcion que para cada instante t y cada entero k toma un valor p, (t)igual a la
correlacion entre y: e yek. La funcion de autocorrelacion parcial (FAP) de un
proceso estocastico es una funcién que para cada instante t y cada entero k toma
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un valor igual a la correlacion entrey: e ywk, ajustada por el efecto de los retardos
intermedios VY1, Yt2,....... ,Ytk-1. El concepto de estacionalidadpermite deducir
algunas propiedades de estas funciones (un proceso estacionario es aquel en
gue la esperanza, la varianza, las covarianzas y las correlaciones entre diversos
retardos de la variable bajo analisis son invariantes en el tiempo).

Lo mas comun es que en el andlisis empirico de series temporales se encuentren
representaciones que tienen un componente autorregresivo asi como un
componente de medias mdviles. Estos modelos se denotan como modelos
ARMA(p,q), donde p y g son los 6rdenes de los componentes autorregresivo y
de medias moviles, respectivamente. Dicho modelo seré explicado ulteriormente.

3) 2) 2) Modelo autorregresivo o AR

El proceso autorregresivo también es una aproximacién natural a la
representacion de Wold. Por otro lado, al igual que el MA, tiene autocorrelacién
simple y autocorrelacién parcial, solamente que en el AR tenemos una ecuacién
en diferencias estocastica. Un proceso estocastico es un conjunto ordenado
(sucesion) de variables aleatorias que depende de un indicador. En el caso de
las series temporales el indicador es el tiempo t. También se puede decir que un
proceso estocastico es un modelo matematico de valor actual de una serie que
se encuentra linealmente relacionado con sus valores en otro modelo que es
estocastico aditivo.

El proceso autorregresivo de primer orden, AR(1l), es: y.= @y, +
€, donde £,.~WN(0, 0?)

En su forma de operador de rezago se escribe: (1 — @L)y; = ¢,. Operando
algebraicamente, llegamos a que y; = Qy,_, + €. Comprobando asi que tiene
sentido la represetacion en el operador de rezago.

Se debe destacar que la disminucion gradual de la autocorrelacion, caracteristica
de proceso autorregresivos, tienden a cero pero solo en el limite cuando el
desplazamiento tiende a infinito. En particular, no se cortan y bajan a cero, como
en el caso de los procesos de promedios moviles. Si ¢ es positiva, el decaimiento
de la autocorrelacion es unilateral (aumenta o disminuye continuadamente); si
es negativa, el decaimiento implica oscilaciones.

13
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Por otro lado, es necesario mencionar que el modelo de medias moviles es
esencialmente un filtro de respuesta de impulso finito aplicado a ruido blanco, al
gue se ha afiadido una interpretacion adicional.

El papel de la funcién de los shocks aleatorios en el modelo MA difiere de su
funcion en el autorregresivo (AR) de dos maneras: estan propagados a valores
futuros de la serie de tiempo directamente, por ejemplo, ¢;;aparece directamente
en el lado correcto de la ecuacion para X.1; y, por otro lado, en el modelo MA, un
shock afecta a valores X solamente para el periodo actual y q a periodos futuros;
en contraste, en el modelo AR, un shock afecta valores futuros infinitamente
lejanos, porque ¢ afecta a X, el cual afecta a X1, Xi+2, y asi sucesivamente.

3) 2) 3) Promedios méviles autorregresivos (ARMA)

El proceso ARMA tiene una motivacién directa: si el choque aleatorio que
impulsa un proceso autorregresivo es a su vez un proceso de promedios moviles,
se puede demostrar que se obtienen dichos procesos. Ademas, éste se puede
originar por agregacioén. Por ultimo, el proceso AR observado, sujetos a error de
medicion, también es ARMA. Estos modelos a menudo se combinan con
frecuencia para tratar de obtener mejores aproximaciones y mas parsimoniosas
a la representacion de Wold, y producen el proceso de promedios méviles
autorregresivos o ARMA (p,q).

El proceso ARMA mas simple, que no es una autorregresion pura ni un proceso
puro de promedios moviles, es el proceso ARMA (1,1), definido como:y, =
©Yi_1 + & + 0&._4, cong,~ (0,6%); 0, como operador de demora: (1 — L)y, =
(1+46L)¢,.

En donde se requiere que para que haya estabilidad y © menor a uno en valor
absoluto para la existencia de invertibilidad (tener un choque actual y uno
rezagado, e invertirlo para obtener valores rezagados de la serie y otro choque
actual).

El proceso para ARMA (p,q) es una generalizacion del anterior (ARMA (1,1)),
gue permite rezagos de promedios moéviles multiples y autorregresivos.

Se escribe: Ye = @1Ye-1 + o+ @ Ve p + &+ 0161+ + Bq8—q  coON:
g~ WN(0,0?);0 bien, ¢(L) y, = ©(L)e,

La funcién de autocorrelacidon de este proceso se comporta, a partir de k=1, como
la funcién de autocorrelacion de un proceso AR(1).
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Esta propiedad puede generalizarse: la funcion de autocorrelacion (FAC) de un
proceso ARMA (p,q) se comporta como una FAC de un proceso AR(p), a partir
de k>g. Pero la identificacion de estos modelos por inspeccion de la serie
temporal correspondiente resulta menos sencilla que en casos de modelos AR(p)
y MA(q) puros, dado que normalmente no se ajusta a unas normas tan bien
definidas. Ello se debe a que tanto la funcion de autocorrelacién como la de
autocorrelacién parcial (FACP) de los modelos ARMA heredan caracteristicas de
ambos componentes.

De todas maneras, como se llega al modelo que mas se ajusta a la serie de
tiempo bajo andlisis luego de varios intentos, no hace falta obtener la mejor
identificacion del modelo en un primer momento. Es decir, lo mas probable es
gue se comience probando con un modelo que, al analizar las funciones de
autocorrelaciéon y autocorrelacion parcial de la serie, se considera el adecuado.
Pero, luego de realizar el chequeo de los residuos, cabe la posibilidad de que
notemos que las funciones de autocorrelacion y autocorrelacién parcial
correspondientes tengan un comportamiento conocido, por lo cual debera
realizarse una correccion del modelo utilizado.

3) 2) 4) Modelos ARIMA (autorregresivo integrado de media movil)

Cuando se mencioné anteriormente, un modelo ARMA(p,q) para una variable
diferenciada se dice que se tiene un modelo ARIMA(p,d,q). El parametro d indica
la cantidad de veces que se ha diferenciado la variable bajo analisis, entonces
ARIMA es un caso especial de ARMA diferenciado d veces.

Por otro lado, el ARIMA permite describir un valor como una funcién lineal de
datos anteriores y errores debidos al azar, y ademas, es posible incluir un
componente ciclico o estacional. La estacionariedad exige que se cumplan dos
requisitos: una media aproximadamente constante en el tiempo y una varianza
o dispersion también constante (propiedad de homocedasticidad). Esto implica
gue si dividimos una serie en subperiodos arbitrarios, la media y la varianza son
aproximadamente iguales en cada uno de ellos.

Al desarrollar la descomposicion de las series temporales, se evidencia que las
series pueden presentan caracteristicas estacionales cuando éstas tienen una
frecuencia inferior a la anual. La especificacion de las caracteristicas
estacionales de una serie puede ser del tipo:y, = @1,y;_1, + €.
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La determinacion de la estructura estacional de una serie temporal se lleva a
cabo de modo similar al descrito para la identificacion de modelo ARMA, con la
salvedad que para ello se examinan los valores estacionales de las funciones de
autocorrelacién, correspondientes a los retardos 4, 8, 12... si los datos son
trimestrales, 6 12, 24, 36... si son mensuales.

3) Construccion del modelo ARIMA

Habiendo explicado los modelos, se procedera a describir la aplicacion practica
del modelo ARIMA. Para construir un modelo, primero se debe obtener, utilizar
y analizar alguna informacion de los datos en cuanto a como fue generada la
serie, para asi identificar el modelo a utilizar, estimar los resultados del mismo y
validar dichos resultados.

3) 3) 1) La primera etapa en la construcciéon de un modelo ARIMA corresponde
al analisis del gréafico de la serie.

La funcion de autocorrelacion de los procesos AR tiene el inconveniente de que,
si bien decrece a partir de determinado orden, nunca se hace cero. De ahi que
sea dificil muchas veces identificar el orden de un proceso AR a partir de la FAC.
Los coeficientes de autocorrelacion parcial, y la funcién de autocorrelacion
parcial (FACP) estan disefiados especialmente para facilitar la identificacion de
procesos AR.

Para el calculo de la FACP estimada, el coeficiente de autocorrelacién parcial de
primer orden coincide con el coeficiente de autocorrelacién “natural” de primer
orden.

El coeficiente de autocorrelacion parcial de segundo orden se calcula como el
coeficiente de autocorrelacion entre y: y yt»2, cuando se ha eliminado de ambas
variables el efecto de yt.1.

En general, el coeficiente de autocorrelacion parcial de orden “k” se calcula como
el coeficiente de autocorrelacion entre yty ytk, cuando se ha eliminado de ambas
variables el efecto de yt.1,yt-2, ..., Ytk+1.

En términos practicos, para calcular el coeficiente de segundo orden se realiza
una regresion entre y:y yr1. Y luego se calcula el coeficiente de correlacion entre
los residuos de dicha regresion y yi.o.

El coeficiente de tercer orden surge de la correlacion entre los residuos de la
regresion de ywversus ye1 Yy Y2, por un lado, y yts, por otro.

Por otro lado, a los efectos de llevar adelante la estimacién del modelo, debe
decidirse sobre la inclusion de un término independiente. Es decir, si la serie una
vez transformada en estacionaria tiene media cero o distinta de cero. Incluir o no
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una constante puede resultar un punto crucial a los resultados del modelo, dado
gue cuando la serie se diferencia, afiadirla significa que la serie original sigue un
patrén con tendencia.

El problema que esto ocasiona es menor, ya que siempre puede especificarse el
modelo con término independiente y luego realizar pruebas de significacién de
este parametro, para decidir su inclusién o no.

En el analisis que se realizard, se utilizaran los siguientes graficos para la
identificacion, de las funciones de autocorrelacion y autocorrelacion parcial. Para
interpretar los gréficos de las funciones mencionadas se tendran en cuenta los
esquemas de procesos ARIMA puros o teéricos para ambas funciones.

ARIMA(0,0,1), >0

FAS FAP
I [
| —
| —
—
-
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1 1] 1 E
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FAS FAP
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I
1
—
1
1
]
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ARIMA(1,0,1), <0, 6>0
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Fuente: Manual SPSS Trends™ 14.0.

El segundo paso de la estimacidn consiste en el uso eficiente de los datos para
realizar inferencias acerca de los parametros del modelo adecuado.
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Y, por ultimo, la validacion permite verificar si el modelo construido es el que
mejor describe el comportamiento de los datos o si es inadecuado, en cuyo caso
es preciso mejorarlo, o de no ser posible, descartarlo por completo.

3) 4) Estadistico de Box- Ljung

El estadistico de Box- Ljung se utiliza con el objetivo de validar lo observado
gréficamente, se somete a prueba de aleatoriedad los rezagos de
autocorrelacién observados mediante la siguiente prueba (basados en una
distribucién chi-cuadrado).

Este test tiene dos particularidades: a) se basa en el conjunto de autocorrelacion,
y b) provee una prueba general (y no en particular de pares de lags o retardos).
Su formulacién es la siguiente:

Ho: los retardos son aleatorios; H1: los retardos no son aleatorios.

i

2
El estadistico del test es: Qg = (n(n+ 2)) 2}21;. Donde: n es el tamafo

muestral, r? es la autocorrelacién del j-ésimo retardo, y k es el nimero de
rezagos testados. Regla de Decision: Rechace Ho si QeL>X%(1-a), k
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